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Experimentacion en sistemas aleatorios:

Factores Controlables

Entradas Salidas

proceso

Factores No controlables
(pueden ser controlables
dentro de la prueba)



Motivacion

* Hasta ahora hemos comparado dos condiciones o tratamientos

* Otra forma de describir este tipo de experimento es como un
experimento con un solo factor, con dos niveles del factor

* El factor es por ejemplo la formula utilizada para un compuesto
* Los niveles son los dos métodos diferentes para construir la formula

* Muchos experimentos de este tipo involucran mas de dos niveles del
factor

* Ahora estudiaremos los métodos para el disefio y el analisis de los
experimentos con un solo factor con a niveles del mismo (6 a
tratamientos)



Ejemplo: El objetivo del experimento

* Un ingeniero de desarrollo tiene interés en investigar la resistencia a la
tension de una fibra sintética nueva que se usara para hacer camisas para
caballero.

* Por experiencia previa, se conoce que la resistencia a la tension se afecta
por el peso porcentual del algoddn en la mezcla de materiales de la fibra.

* Se sospecha que al aumentar el contenido de algodon se incrementara la
resistencia. (Hipotesis)

* Se sabe que el contenido de algoddn debera variar entre 10 y 40 por ciento
para que el producto final tenga otras caracteristicas de calidad que se
desean (como la capacidad de ser sometido a un tratamiento de planchado
permanente). (Condiciones/restricciones de operacidn)



Disenio del experimento

* El ingeniero decide probar ejemplares en cinco niveles de peso
porcentual de algoddn: 15, 20, 25, 30 y 35 por ciento.

* Se decide que se probaran 5 ejemplares de cada nivel de contenido
de algodon.

* Este es un experimento con un solo factor (porcentaje de algododn)
con a=5 niveles (5 porcentajes diferentes de algodon)

 También se decide probar con 5 ejemplares de cada nivel de
contenido de algodon.



Justificacion de |la aleatoriedad en |la
secuencia

* La secuencia de prueba aleatorizada es necesaria para evitar que los
efectos de variables perturbadoras desconocidas (fuera de control
durante el experimento) contaminen los resultados.

* En el ejemplo podria suceder que si las corridas se hacen en orden
ascendente de porcentaje de algodon (primero 5 corridas con 15%,
luego 5 corridas con 20%, etc), y si la maquina de pruebas sufriese un
calentamiento en la medida que pasan las pruebas, de tal manera que
el calentamiento afecta las mediciones, esto destruira la validez del
experimento.



Determinacion de la secuencia de las corridas

* Las 25 corridas deberan realizarse de manera aleatoria.
* Suponga que las corridas se numeran de la siguiente manera:

Peso
porcentual
del algodén Niimero de corrida experimental
15 1 2 3 4 5
20 6 7 8 9 10
25 11 12 13 14 15

30 16 17 18 19 20
35 21 22 23 24 25




Determinacion de la secuencia de las corridas

* Para ejecutar las corridas se selecciona un numero aleatorio entre 1y
25.

e Suponga que el numero aleatorio que salid escogido primero fue el 8
(20% de algododn).

* El procedimiento se repite hasta que las 25 observaciones tengan
asignada una posicion en la secuencia de la prueba.



Secuencia aleatoria de las observaciones

e Suponga que la secuencia de la prueba fue la siguiente:
Secuencia de prueba  Numero de corrida  Peso porcentual del algod6n

1 8 20
2 18 30
3 10 20
4 23 35
5 17 30
6 5 15
7 14 25
8 6 20
9 15 25
10 20 30
11 9 20
12 4 15
13 12 25
14 7 20
15 1 15
16 24 35
17 21 35
18 11 25
19 2 15
20 13 25
21 22 35
22 16 30
23 25 35
24 19 30

25 3 15




Resultados obtenidos

* Suponiendo que se siguio el orden aleatorio descrito anteriormente,
se muestran las observaciones que se realizaron para la resistencia a
la tension en la siguiente tabla

Tabla 3-1 Datos (en [b/pulgada?) del experimento de la resistencia a la tensién,

Peso porcentual Observaciones
del algodén 1 ' 2 3 4 5 Total Promedio
15 7 7 15 11 9 49 9.8
20 12 - 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 - 25 22 19 23 108 - 21.6
35 7 10 1 15 11 54 10.8

376 15.04




Revision grafica de los resultados

» Siempre es bueno hacer una revision grafica de los resultados para

observar ciertas tendencias.
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Conclusiones con base en los graficos

 Ambas graficas indican que la resistencia a la tension se incrementa
cuando el contenido de algodon se incrementa, hasta alcanzar el 30%
de algodon.

* Después del 30% de algodon, hay un marcado descenso en la
resistencia a la tension.

* No hay evidencia solida que sugiera que la variabilidad de Ia
resistencia a la tension alrededor del promedio dependa del peso
porcentual del algodon.

 Se tienen firmes sospechas:
* El contenido del algodon afecta la resistencia a la tension
* Alrededor del 30% de algoddon produce la resistencia maxima



Conclusiones mas objetivas

_Supclmga gue se quiere probar que las medias de los 5 niveles del factor son
iguales.

Una forma seria hacer comparaciones de a dos medias (con la prueba t),
]’Eomando todas las posibles combinaciones con las medias de los 5 niveles del
actor.

Este proceso es engorroso.
Hay 10 posibles pares a comparar.

Si la probabilidad de aceptar correctamente la hipotesis nula en cada prueba
individual es de 1-a=0.95, la probabilidad de aceptar correctamente la hipotesis
nula en las 10 pruebas es de (0.95)°, si las pruebas son independientes. Por
tanto, ocurre un incremento sustancial en el error de tipo |.

El procedimiento correcto para probar la igualdad de varias medias es el analisis
de varianza.



El analisis de varianza

ANOVA: Analysis of Variance



* Suponga que se tienen a tratamientos o niveles de un solo factor
* Se desea comparar los diferentes niveles del factor

* La variable de salida a comparar con cada uno de los niveles es una

variable aleatoria

Tabla 3-2 Datos tipicos de un experimento de un solo factor

Tratamiento
(nivel) Observaciones Totales Promedios
1 Y1 Y1z Yin Y1 ¥
2 Y Yo Yan Ya. Y.
a Yat Va2 Yan Y. V.
y y.




Modelos para los datos

* Las observaciones se pueden describir mediante un modelo matematico
sencillo: Modelo de las medias

s i=1 2..a
Yy S H;TE; i=1,2...n

* Donde:
* yij es la observacion ij-ésima,
* ui es la media del nivel del factor o tratamiento i-ésimo, y

* ¢ij es un componente de error aleatorio (incorpora demas fuentes de variabilidad del
experimento: mediciones, factores no controlados, diferencias en los materiales de
prueba, variabilidad con el tiempo, medio ambiente, etc)

. Fs conveniente suponer que los errores tienen media cero para mantener
a media



Modelos para los datos

* Otro modelo es considerar que la media tiene dos componentes:
U, =pu+t,, i=1,2,..,a

* A uise le llama media del nivel, la cual se compone de una media
global (1) y un 7 que es el efecto del tratamiento i-ésimo.

* Por tanto, el modelo matematico queda en definitiva como:
i=12..a4a
Yi =p+7, +EIIL-=L 20y I

A este modelo se le llama el modelo de los efectos



Modelos de los datos

* Tanto el modelo de las medias como el modelo de los efectos son
modelos lineales.

* La variable de respuesta yij es una funcion lineal de los parametros del
modelo

 Ambas formas son utiles, pero el modelo de los efectos se utiliza mas
en la literatura del diseno de experimentos.

* A cualquiera de estos modelos se les lama modelo de analisis de
varianza simple o de un solo factor (Unicamente se investiga un solo
factor)



Modelo de analisis de varianza simple

* Requisitos:
* El experimento debe llevarse a cabo en orden aleatorio (ambiente en que se
apliquen los tratamientos debe ser lo mas uniforme posible)

* El diseno experimental es el de un experimento completamente aleatorizado

* Objetivos:
* Probar las hipotesis apropiadas acerca de las medias de los tratamientos y estimarlas

* Supuestos:

* Los errores del modelo son variables aleatorias que siguen una distribucion normal e
independiente con media cero y varianza o?.

» La varianza es constante para todos los niveles del factor

. . . . . s . 2
* Por tanto, las observaciones tienen una distribucidon normal, es decir, y; ~N(u+t;, 07)
* Las observaciones son mutuamente independientes



Factor fijo o aleatorio?

* Modelo de Efectos fijos:

Los a tratamientos o niveles pudieron ser elegidos expresamente por el

experimentador:
* Quieren probarse hipotesis acerca de las medias de los tratamientos.
* Las conclusiones se aplicaran unicamente a los niveles del factor considerados
en el analisis.
* Las conclusiones no pueden extenderse a tratamientos similares que no
fueron considerados explicitamente.

* También podria tratar de estimarse los parametros del modelo (4, 7,
varianza)



Factor fijo o aleatorio?

* Modelo de Efectos aleatorios:

Los a tratamientos podrian ser una muestra aleatoria de una poblacion mas
grande de tratamientos

Seria deseable poder extender las conclusiones (se basan en la muestra de los
tratamientos) a la totalidad de los tratamientos de la poblacion.

Las z; son variables aleatorias.

Lo que se obtiene sobre las z; particulares que se investigaron es
relativamente inutil

Se suelen probar hipdtesis sobre la variabilidad de las 7; y se intenta estimar
su variabilidad. A este modelo también se le lama modelo de los
componentes de la varianza.

Este modelo NO lo estudiaremos en este curso!!!!



Modelo de Efectos fijos



Supuestos iniciales

* Se tiene un solo factor
* Se tienen efectos fijos
 Se realizara el analisis de varianza para esta situacion



Definiciones

* yi.: total de observaciones bajo el tratamiento i-ésimo.
* yi.. promedio de las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo.
* y.. Representa el gran total de todas las observaciones
* y.. Gran promedio de todas las observaciones

yi.:Zyij Y. =Y. /n 1=12,.,a
-1

Y = ZZ Vi Y.=Y /I[N N =an N: Ndmero total

i=1 j=1 de observaciones



Objetivo del experimento

* El interés se centra en probar la igualdad de las a medias de los
tratamientos

* Es decir, se quiere probar que: E(y,)=u+7,=p4 , i=12,..,a
* Por tanto, las Hipotesis nula y alternativa son:

Ho = =1, =....= 1,

H1 :,Lli %= ,Uj Para al menos un
par (i,j)



Objetivo del experimento

* Otra manera de ver el objetivo del experimento es:
* Teniendo en cuenta que la media global es la media de las medias por factor:

2 M
=1

= =p

/4
* Y si se supone que los efectos de los factores se anulan
2 1,=0
i=1
* Tendremos que las hipodtesis se pueden replantear como:
Hy=7,=7,=....=7, =0

H1 :Ti =340 Para al menos una i



Concluyendo...

* Por tanto, para probar la igualdad de las medias se puede probar que
los efectos de los tratamientos (z;) son cero.

* Es decir, se puede utilizar el analisis de varianza para probar esto.



Analisis de Varianza

* Su nombre se deriva de la particion de la variabilidad total en sus
partes componentes.

* La variabilidad global de los datos se mide mediante la suma de
cuadrados total corregida:

SS=ZE s -7.)*

* Esto es razonable porque si la SSt tuviese que dividirse por el numero
apropiado de grados de libertad (an-1=N-1), se obtendria la varianza
muestral de las y.



* Se puede demostrar que:

Y (5,-3.) -HE (3, - J')"‘+ZE (.vu y.)

i=1 j=1 im1 jml
Pueden deberse al error
aleatorio
Medida de las diferencias entre
las medias de los tratamientos




Variacion debida al error

* Las observaciones se mueven con respecto a la media de su nivel de
factor (variacion dentro del grupo)

Tumour
diameter Grand mean

L‘%’_j

Control Tumostat Inhibin 4




Variacion sin efecto del tratamiento

* SOlo se observan las variaciones debidas al error.

* Las medias debidas a los niveles del tratamiento son cero.

la)

Tumour
[ |

diameter
Grand mean

Control Tumostat Inhibin 4



Variacion de las medias

Se observa una variacion en los datos debida al error sumada a la
variacion de las medias debida a los niveles del tratamiento (variacion
entre grupos)

[ |
[ |
[ |
- treatment
Tumour + error
diameter Grand mean
ll'cutnmml u treatment l |
+ error [ | + error [
[ | [ |
[ | [ |

Control Tumostat Inhibin 4



Lo que mide ANOVA

* Lo que se mide con ANOVA es la variacion de cada observacion con
respecto a la media Global.

[ |
[ |
Tumour
diameter Grand mean

Control Tumostat Inhibin 4



SS, =88 .. +SS,

* SSitamientos: SUMAS de los cuadrados debida a los tratamientos (entre

los tratamientos)
* SS¢: Suma de cuadrados debida al error (dentro de los tratamientos)
* Hay an=N observaciones en total
* Por tanto, SS; tiene N-1 grados de libertad

 Como hay a tratamientos o niveles de factor, SStratamientos tiene a-1
grados de libertad

* Por tanto, para el error se tienen a(n-1)=an-a=N-a grados de libertad



* Observando el termino SS;:

S5, =2H2 (J"ﬁ-j'j.): =2 E (J"ﬁ ~-Y )2:|

f=1 j=] i=1 | =1

Si se divide por n-1 el término entre corchetes, se obtiene la varianza
del tratamiento i-ésimo

E (}’q _?i. )2
g2 o /=1

i=12..,a

n-1



* Y también, si se hace

2 [E (:-*;,-—:T',-.)’}

(H-—l}Ef_—l—(n-l)Sé +...+ (n—1)§? _ =t L=
(n=1D+(n-1)+...+(n—-1) i (n—1)

i=1
S5,
(N-a)

* Al dividir el término debido al error por N-a, se obtiene una estimacion
combinada de la varianza comun dentro de cada uno de los a tratamientos.



* Si no hubiese diferencias entre las medias de los a tratamientos (el
error se anula), podria usarse la variacion de los promedios de los
tratamientos y el gran promedio para estimar la varianza:

nYy (5.—7)

o) Tratemientos __  iml

a—1 a=-1

 Esta expresion es una estimacion de la varianza si las medias de los
tratamientos son iguales



El criterio definitivo...

* Se observa que la identidad de analisis de varianza nos proporciona dos
estimaciones de |la varianza, una basada en la variabilidad inherente dentro
de los tratamientos y una basada en la variabilidad entre los tratamientos.

SS (= )z ="’2 (?{._?.)2*'22 (y—¥ )1

i=1 j=1 iml jmi

* Si no hay diferencias en las medias de los tratamientos, estas dos
estimaciones deberan ser muy similares, y si no lo son, se sospecha que
la diferencia observada puede ser causada por diferencias en las medias
de los tratamientos.



Viendolo de otra manera...

e Si definimos los cuadrados medios como: MS, ... = SST
_ S8,

* Y calculando el valor esperado de los cuadrados medios, se puede
obtener que:

E(MSy)=0" E(MS rpumionce ) = 07 +—=



* Por tanto, MSe estima la varianza

* Si no hay diferencias en las medias de los tratamientos (ti=0),
M Stratamientos=MSe=varianza

* Si las medias de los tratamientos difieren, el valor esperado del
cuadrado medio de los tratamientos es mayor que la varianza.

* Por tanto, se puede realizar una prueba de hipodtesis de que no hay
diferencias en las medias de los tratamientos comparando
M Stratamientos Y MSe.



La prueba de hipotesis: el objetivo

* Ahora se estudiara como puede hacerse una prueba formal de
hipotesis de que no hay diferencias en las medias de los tratamientos.

* Esdecir, Hy=p =p, =...= 1,

* O lo que es equivalente, H,=7,=7,=....=7, =0



La prueba de hipotesis: supuestos iniciales

* Se supone que los errores &; siguen una distribucion normal e
independiente con media cero y varianza o®

* Por tanto, las observaciones yjj tienen una distribucion normal e
independiente con media u+ 7y varianza o7.

* En consecuencia, SST es una suma de cuadrados de variables aleatorias con
una distribucion normal

* Entonces, puede demostrarse que SSt/o? tiene una distribucion ji-
cuadrada con N-1 grados de libertad.

* También puede demostrarse que SSe/ o es una variable ji-cuadrada con N-
a grados de libertad

* Y que SStratamientos/ 0% €s una variable ji-cuadrada con a-1 grados de libertad
si la hipotesis nula Ho: 7i=0 es verdadera



Independencia de las Sumas de cuadrados

* Las tres sumas de cuadrados no son necesariamente independientes (SSt
es la suma de SStratamientos V' SSE)

* Se requiere el teorema de Cochran para establecer la independencia de SSE
\ SStratamientos

* Teorema de Cochran:

e Sea Zi una variable aleatoria con distribucion normal estandar. Esto se cumple para
i=1, 2, ...,v

OYS| 2232=Q1+Qz+'“+g;
 Donde s<v, y Qi tiene vi grados de libertad (i=1, 2, 3,...,s)

* Entonces Q1, Q2, ..., Qs son variables aleatorias ji-cuadrada independientes con vi, v,
..., Vs grados de libertad respectivamente, si y solo si v=vi+va+...vs




Observaciones sobre el teorema de Cochran

* Puesto que los grados de libertad de SStratamientos y SSE suman N-1 (el
numero total de grados de libertad), el teorema de Chochran implica
que SStratamientos/ 0% Y SSe/ 02 son variables aleatorias ji-cuadrada con
distribuciones independientes.

* Por tanto, si la hipotesis nula de que no hay diferencias en las medias
de los tratamientos es verdadera, el cociente

F = 88 1 sramsientos / (@ —1) — Ji A S —
° 5SS, [(N-a) MS,

 Se distribuye como F con a-1 y N-a grados de libertad.

 Esta expresion es el estadistico de la prueba para la hipotesis de que
no hay diferencias en las medias de los tratamientos.




Por los cuadrados medios esperados se observa que, en general MSe es un
estimador insesgado de &2

Bajo la hipotesis nula, MStatamientos €5 UN estimador insesgado de &2.
Si la hipotesis nula es falsa, el valor esperado de MStratamientos €S Mmayor que

o

Por tanto, bajo la hipdtesis alternativa, el valor esperado del numerador del
estadistico de prueba Fo, es mayor que el valor esperado del denominador.

En consecuencia, Ho debera rechazarse para valores del estadistico de
prueba que son muy grandes. (Esto implica una region critica de una sola
cola superior)



* Por lo tanto, Ho debera rechazarse y concluirse que hay diferencias en
las medias de los tratamientossi F,>F,, ..

* Donde Fo se calcula como

8§

F. = 2 Tratansentos /(a—1) _ MS 1 emientos
= =

5SS, /(N—-a) MS,

* Se puede usar el enfoque de los valores P para tomar la decision.



* Para calcular los SS se pueden utilizar también las siguientes formulas
equivalentes:

AN -EZ yy —

i=] j=1

'I'nnmlnntm = 2 yl T AT

e Y calcular SSE como: 88, =88, — 55, et



Resumen del analisis de varianza con un solo
factor y efectos fijos

Tabla 3-3 Tabla de andlisis de varianza para el modelo con un solo factor y efectos fijos

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacion cuadrados libertad medio F,
a M i
Entre Jos tratamientos S8 trumicaos =1 Y, (9, =9 a-1 MS pomicnes Fo =_Sman S
Error (dentro de los - : ¢
tratamientos) S8 =88, — S5 umientos N —a MS;
a h
Total $8; =2 (v =9.) N-1

jml jal




Ejemplo: El objetivo del experimento

* Un ingeniero de desarrollo tiene interés en investigar la resistencia a la
tension de una fibra sintética nueva que se usara para hacer camisas para
caballero.

* Por experiencia previa, se conoce que la resistencia a la tension se afecta
por el peso porcentual del algoddn en la mezcla de materiales de la fibra.

* Se sospecha que al aumentar el contenido de algodon se incrementara la
resistencia. (Hipotesis)

* Se sabe que el contenido de algoddn debera variar entre 10 y 40 por ciento
para que el producto final tenga otras caracteristicas de calidad que se
desean (como la capacidad de ser sometido a un tratamiento de planchado
permanente). (Condiciones/restricciones de operacidn)



Disenio del experimento

* El ingeniero decide probar ejemplares en cinco niveles de peso
porcentual de algoddn: 15, 20, 25, 30 y 35 por ciento.

* Se decide que se probaran 5 ejemplares de cada nivel de contenido
de algodon.

* Este es un experimento con un solo factor (porcentaje de algododn)
con a=5 niveles (5 porcentajes diferentes de algodon)

 También se decide probar con 5 ejemplares de cada nivel de
contenido de algodon.



Resultados obtenidos

* Suponiendo que se siguio el orden aleatorio descrito anteriormente,

se muestran las observaciones que se realizaron para la resistencia a
la tension en la siguiente tabla

Peso Resistencia a la tensi6n observada
porcentual (16/pulg?) Totales Promedios
del algoddn 1 2 3 4 5 ¥ Y
15 7 7 15 11 9 49 08
20 12 17 12 18 18 77 154
25 14 18 18 19 19 88 17.6
30 19 25 22 19 23 108 21.6
35 7 10 11 15 11 54 10.8

y =376 y =15.04




e Hipotesis nula

Hoy = Wy = U3 = Uy = Hs

* Hipotesis alternativa
Hi: algunas medias son diferentes



* Se calculan las sumas de cuadrados requeridas

i 3

2
53?"'22 3’1‘%

i=1 f-l
(376)°
25

= (7)2 +(7)2 +(15)* + - +(15)* +(11)* - = 636.96

1 y:
Ssmumiuntu =;E ylz_E
i=1

2
G7) _ 47576

= Loy 4 w(s4y2)-
= S[(49) + - +(54)7] T
S8g = 557 = SSramientos

= 636.96— 47576 = 161.20



Tabla 3-4 Andlisis de varianza de los datos de la resistencia a la tensién

Suma de Grados de Cuadrado

Fuente de variacion cuadrados libertad medio F, Valor P
Peso porcentual del algod6n 475.76 4 118.94 Fy=14.76 <0.01
Error 161.20 20 8.06
Total 636.96 24

* Obsérvese que el cuadrado medio de los tratamientos (118.94) es
varias veces mayor que el cuadrado medio dentro de los
tratamientos (6 cuadrado medio del error = 8,06)

* Por tanto, no es posible que las medias de los tratamientos sean
iguales.



Prueba mas formal

e Calculando el coeficiente F: Fo=118.94/8.06=14.76

e Obtencion del F de referencia con un 0.=0.05 de |la tabla de |a
distribucion F: Fg 5 4 50=2.87

* Por tanto, 14.76>2.87, se rechaza Ho y se concluye que las medias de
los tratamientos difieren.

* En otras palabras, el peso porcentual del algoddon en la fibra afecta de
manera significativa la resistencia a la tension media.



Valores P

* Podria calcularse un valor P para el estadistico de la prueba.
* Obsérvese que con un valor P de 0.01, Fj 4, 4,0=4.43 y Fo>4.43
* Incluso el valor de P exacto es P=9.11x 10

u-E '|' i 1 1 '|' L} 1 L ' I T L) 'I I I ¥ r T L] T 'I' i

L

Densidad de probabilidad
= g
B o
| L
| |

b

[5]
| T

]

u-...._..]...I...I;L.l“

0 T 41 8 12 1~ 16 20
Fon1,a.20 Fy Fy=14.76

Fo0s,4, 20




Propiedades de |las observaciones

* Las observaciones pueden ser trasladadas mediante la suma o resta
de una constante a todas, manteniendo el mismo analisis de varianza.

* Ejemplo:
* Al restar 15 a las observaciones del ejemplo se obtienen los siguientes
resultados

Tabla 3-5 Datos codificados de la resistencia a la tensién del ejemplo 3-2
Peso Observaciones

porcentual Totales

del algodén 1 2 3 4 5 v

15 -8 -8 0 -4 i 26

20 -3 2 -3 3 3 2

25 -1 3 3 4 4 13

30 4 10 7 4 8 33

35 -8 -5 4 0 -4 21




Propiedades de |las observaciones

* Y se obtienen los mismos valores para el analisis de la varianza:

S, = (=8)% +(=8)2 + - +(—4)* — % = 636.96

W ORICREIC 1 SO S
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$S, =161.20



Propiedades de |las observaciones

* Suponga que cada observacion se multiplica por 2.
* Se obtienen los siguientes parametros: S, = 2547.84, 881 i = 1903.04

* Observe que son los parametros de las observaciones originales
multiplicados por 4 (es decir 22). Por ejemplo:

1903.04/4 = 475.76
* Ademas, el factor F se mantiene igual: F = (1903.04/4)/(644.80/20) = 14.76
* Por tanto, los analisis de varianza son equivalentes!!!!



